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РАЗЛОЖЕНИЕ СИГНАЛОВ
ПО СИСТЕМЕ ФУНКЦИЙ ЛАГЕРРА

3.1. Цель работы 
Среди всего многообразия используемых систем ортогональных 

функций заметное место занимает система функций Лагерра. Это объ-
ясняется тем, что функции Лагерра обладают рядом достоинств. Они 
нашли применение в задачах формирования математических моделей 
промышленных объектов управления на основе временных характери-
стик, полученных экспериментально. 

Целью работы является изучение системы функций Лагерра, ап-
проксимация заданного сигнала с помощью функций Лагерра и изуче-
ние влияния количества членов ряда на качество аппроксимации. 

3.2. Основные понятия и расчетные формулы 
Функции Лагерра образуют с помощью ортогональных полиномов, 

расчетная формула которых имеет вид 
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Первые пять полиномов, образуемые по этой формуле, описываются
следующими выражениями:

( )
( )
( )
( )
( ) 1 4 3 2 /3 / 24.

;62331
;2/21

;1
;1

432
4

32
3

2
2

1
0

τ+τ−τ+τ−=τ
τ−τ+τ−=τ

τ+τ−=τ
τ−=τ

=τ

L
L
L
L
L

 (1.2)

Полиномы Лагерра ортогональны на полуоси [0, )∞  с весом 
( ) ττ −=ρ e , то есть они удовлетворяют условию 
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Так как полиномы Лагерра образуют систему расходящихся при
τ → ∞  функций, удобнее пользоваться функциями Лагерра

ln (τ) = e-τ 2 Ln (τ) .  (1.4)
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После замены в (1.4) τ = 2αt  и умножения на нормирующий коэф
фициент 2α  функции Лагерра принимают следующий вид:
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Здесь α  – масштабный коэффициент, j
nC  – число сочетаний из n  по j .  

Функции Лагерра образуют полную систему ортонормированных 
функций. Для них выполняется условие 
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Из графиков функций Лагерра (рис. 1.1) следует, что номер функ
ции Лагерра соответствует числу пересечений ею нулевого уровня.
С повышением номера длительность функции возрастает.
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Рис. 1.1. Графики первых четырех функций Лагерра

Разложение сигнала по системе функций Лагерра записывается в
виде следующего ряда
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В практических задачах сигнал )(tx  задается на ограниченном ин-
тервале ],0[ T  и число учитываемых членов ряда конечно. Тогда функ-
ция )(tx  аппроксимируется рядом 
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Показано, что энергия сигнала, представленного в виде ряда (1.7),
определяется выражением
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определяет часть энергии сигнала, приходящуюся на первые N членов
разложения.

Теоретические исследования и результаты применения на практике
показали, что необходимая точность аппроксимации слабоколебатель-
ных сигналов усеченным рядом (1.9) достигается при N = 4–7. При
большем числе функций в усеченном ряде возникают трудности вычис
лительного характера, которые обусловлены, во-первых, необходимо
стью вычисления степенных рядов а, во-вторых, тем, что вычисления
функций Лагерра с большими номерами требует малого интервала дис
кретизации на начальных участках.

3.3. Методические указания
Функции Лагерра часто используются для аппроксимации времен-

ных характеристик динамических систем. К ним, в частности, относится
импульсная переходная функция (ИПФ) w(t), которая представляет со
бой реакцию системы на входной сигнал в виде δ –функции.

В данной работе в качестве объекта исследования используется
ИПФ системы второго порядка. ИПФ системы, имеющей два вещест-
венных полюса p1 = −a, p2 = −b (a > 0, b > 0) , определяется формулой
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ИПФ системы, которая имеет пару комплексно сопряженных полюсов
p1,2 = −a ± jb (a > 0, b > 0), описывается выражением

w(t) = e−a t sinbt . (1.14)
Графики функций показаны на рис. 1.2.

а б

Рис. 1.2. Импульсные переходные функции системы второго порядка:
а – с вещественными полюсами; б – с комплексно-сопряженными полюсами

Интервал моделирования сигнала w(t) выбирается так, чтобы за
пределами этого интервала значение сигнала не превышало 0.05 % от
максимального значения. На этом интервале выбирается не менее 50
дискретных значений функции.

Важным моментом использования функций Лагерра для решения
практических задач является выбор значения масштабного коэффициен
та α . Обычно это значение выбирают по имеющейся априорной ин
формации об аппроксимируемом сигнале, а затем, после получения и
анализа результатов разложения, уточняют.

В работе значение коэффициента α  рекомендуется выбирать так,
чтобы длительности исследуемого сигнала и функций Лагерра, исполь
зуемых для аппроксимации, приближенно были равны. Исходя из этого,
для ИПФ, описываемой выражением (1.13), получим

α ≈ 2 ⋅ min(a,b), (1.15)
а для ИПФ, описываемой выражением (1.14), будем иметь

α ≈ 2a . (1.16)
Значение коэффициента α  можно уточнить непосредственно по

графикам аппроксимируемой функции w(t) и функций Лагерра.

3.4. Программа работы

3.4.1. Основное задание

1. Составить программу моделирования заданного сигнала w(t).
Построить график функции w(t). Выбрать значение α .
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Примечание: Значения параметров сигнала w(t) задаются препо
давателем или определяются согласно заданному варианту из табл. 1.1.

 
Таблица 1.1

Номера  вариантов 
Параметры 

1 2 3 4 5 6 7 8 
a  2 10 40 120 2.5 15 30 80 

b  4 25 60 180 4 20 50 120 
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2. Составить программу моделирования первых пяти функций Ла-

герра. Построить их графики при значении α , найденном выше. Прове-
рить правильность выбора значения α . 

Примечание: Графики функций Лагерра строятся для проверки 
правильности набора математических выражений, в отчете их можно не 
приводить. 

3. Вычислить значения интеграла 

( ) ( )∫
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для нескольких произвольных значений ( )4,0,, =mnmn . Объяснить по-
лученный результат. 

4. Составить программу для расчета значений коэффициентов ряда. 
Рассчитать значения коэффициентов 4,0, =ncn . Построить спектраль-
ную диаграмму. 

5. Составить программу вычисления функции 
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при 5,4,3=N . Сравнить графики функций ( )Nw t∗ , ( 3,4,5)N =  с графи-
ком заданной ИПФ, построив их в одних осях координат. Сделать выво-
ды. 

6. Построить графики ошибки аппроксимации 
( ) ( ) ( )twtwt NN

∗−=ε  
при 5,4,3=N . Сделать анализ их характерных признаков. 
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3.4.2. Дополнительное задание 
7. Составить программу для расчета части энергии, приходящейся 

на первые N  членов разложения функции ( )tw . Рассчитать ее значения 
при 5,4,3=N . 

8. Рассчитать значения средней квадратической ошибки  

∫ ∗−=σ
T

N dttwtw
0

2 [ ( ) ( )]2

для N = 3,4,5 . Сделать выводы.
9. Исследовать влияние масштабного коэффициента α  на величину

ошибки аппроксимации εN (t) при N = 5.

3.5. Контрольные вопросы и задания
1. Почему при разложении сигналов используют ортогональные

функции?
2. Поясните основные особенности функций, которые могут быть

представлены в виде разложения по функциям Лагерра.
3. Какой критерий аппроксимации приводит к формуле (1.8) для

расчета коэффициентов ряда?
4. С какой целью в функции Лагерра вводится множитель 2α ?
5. Какую роль выполняет параметр α  функций Лагерра?
6. Объясните соотношения (1.15) и (1.16), используемые для опре-

деления значения α .
7. Что собой представляет и какой вид имеет спектральная диа-

грамма разложения сигнала по системе функций Лагерра?
8. Запишите изображение по Лапласу функции Лагерра ln (t) .
9. Укажите основные отличия ортогональных функций Лагерра и

Уолша.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


